Fotogrametri Ders Notları 
Sedat DOĞAN
Homojen Koordinatlar
Homojen koordinatlar ve bu koordinatlarla kamera geometrisinin projektif uzayda ifade edilmesi için öncelikle notasyonun tanımlanması yararlı olacaktır. Bu amaçla, temel geometrik elemanların ifadesi için gerekli olan notasyonu ele alarak başlayalım. 
1. Temel Geometrik Elemanlar
2D noktalar: 2D noktalar (ya da iki boyutlu uzayda noktalar)  piksel koordinatlarını ifade etmek için kullanılır. Buna göre 2D uzayda bir nokta  veya  şeklinde gösterilir.
2D noktalar, homojen koordinatlarla da ifade edilebilir  Burada  vektörü üzerindeki noktalar, bir ölçek faktörü ile diğerlerinden ayrılırlar. Başka bir ifadeyle, aynı yöne sahip vektör üzerindeki noktalar, uzayında birbirine eşdeğer olarak kabul edilirler. İfadede görülen  uzayı, 2D projektif uzay olarak adlandırılır ve  şeklinde tanımlanır. 
Bir  homojen vektörü, homojen olmayan  vektörüne dönüştürülebilir:
 				(2)
Bu son ifadede  vektörüne “genişletilmiş (augmented) vektör” adı verilir.  olan homojen noktalara “ideal noktalar” veya “sonsuzdaki noktalar” adı verilir. İdeal noktaların  homojen olmayan eşdeğerleri yoktur. 
Açıklayıcı Not: Yukarıda geçen “eşdeğerlilik” ifadesi, “bir geometrik elemanın Riemann uzayındaki ifadesinin  projektif uzaydaki ifadesi birbiriyle eşdeğerdir” anlamına gelmektedir. 
2D doğrular: 2D doğrular, homojen koordinatlarla  şeklinde gösterilir. Buna karşılık gelen (eşdeğer olan) doğrunun ’deki denklemi ise;
’dır.                 (3)
Bu doğru denklemini  olacak şekilde normalize edebiliriz. Bu durumda  vektörü  doğrusuna diktir ve d ise bu doğrunun orijine olan uzaklığıdır, (şekil 1.)
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Şekil 1: (a) 2D doğru denklemi, (b) 3D düzlem denklemi. Her ikisi de  ve  parametreleri ile ifade edilmiştir.
Bu tarz normalizasyonun tek istisnası,  şeklinde ifade edilen sonsuzdaki doğrudur.  Bu doğru, tüm ideal noktaları üzerinde bulundurur. 
2D doğrunun normal ifadesinde,  normalini  dönme açısının fonksiyonu olarak da ifade edebiliriz. Bu durumda , olur. Bu son gösterim, doğruları bulma algoritması olan Hough dönüşümünde sıklıkla kullanılır.  çiftine "kutupsal koordinatlar" adı da verilir.  
Homojen koordinatlar kullanılarak,  ve  doğrularının kesişim noktası hesaplanabilir:
     ve     (4)
Burada  homojen vektörü, kesişim noktasını ifade eder. Benzer şekilde,   noktalarını birleştiren doğru ise;
      (5)
[bookmark: _GoBack]şeklinde hesaplanır. 
2D konikler:  Polinomal homojen denklemlerle ifade edilebilen başka basit cebrik eğriler de vardır. Örneğin konik kesitler bu şekilde ifade edilebilir. Konik kesit, bir koninin bir düzlemle kesişimi sonucunda elde edilen arakesit eğrisidir. Konik kesitler kuadratik denklemlerle;
    (6)
şeklinde ifade edilir. Kuadratik denklemler, çoklu stereo (multi view stereo) geometrisinde ve kamera kalibrasyonunda çok kullanışlıdırlar. 
3D noktalar: Homojen olmayan koordinatlarla bir nokta,  veya  şeklinde gösterilir. Homojen koordinatlarda ise  şeklinde ifade edilir. Burada da ='dır. Bazen 3D noktayı genişletilmiş  şeklinde göstermek de yararlıdır. 
3D düzlemler: 3D düzlemler, homojen koordinatlarla  şeklinde gösterilir. Eşdeğer olarak, karşılık gelen düzlem denklemiyle;
     (7)
şeklinde ifade edilir. Bu düzlem denklemini normalize edebiliriz. Bu durumda,  olur. Burada , düzleme dik olan normal vektör ve d ise düzlemin orijine olan uzaklığıdır, (şekil 1.b). 2D'ye benzer şekilde,  düzlemi, "sonsuzdaki düzlem" olarak adlandırılır ve bu düzlem normalize edilemez. Çünkü tek anlamlı d değeri yoktur.  normalini iki açının fonksiyonu olarak da ifade edebiliriz. Bu durumda;

     (8)
olur. )'ya küresel koordinatlar denir. 
3D Doğrular: Bir doğruyu ifade etmek için en sık kullanılan yaklaşım, doğru üzerindeki iki p,q noktasını kullanmaktır. Bu durumda, aynı doğru üzerinde bulunan başka bir r noktası, p ve q’nun lineer kombinasyonu şeklinde ifade edilir. 
            (9)
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)Burada  ise p ve q arasındaki doğru parçasını elde ederiz ve r, bu doğru parçası üzerinde bulunur, (Şekil 2).




Şekil 2: 3D doğru denklemi  
Eğer homojen koordinatlar kullanılırsa doğru denklemi;
       (10)
şeklinde yazılabilir. Burada eğer ikinci nokta sonsuzda ise yani,  ise özel bir durum elde edilir. Burada , doğrunun yön vektörüdür. Bu özel durumu homojen olmayan 3D koordinatlarla
      (11)
şeklinde yeniden yazabiliriz. 3D doğruların bu şekilde iki uç nokta ile ifade edilmesinin en büyük dezavantajı, çok sayıda serbestlik derecesi içermesidir. Bu ifadede serbestlik derecesi altıdır (her bir uç nokta için üçer koordinat). Halbu ki,  3D doğrunun gerçek serbestlik derecesi dörttür. Başka bir ifadeyle, bir 3D doğruyu ifade etmek için dört tane parametre yeterlidir. Eğer iki uç noktanın özel bir düzlem üzerinde bulunması koşulunu getirirsek, o zaman bu doğru dört tane serbestlik derecesi ile ifade edilebilir. Örneğin, yaklaşık olarak düşey doğruları ifade edeceksek, z=0 ve z=1 düzlemleri, iki tane uygun düzlem olacaktır. O zaman iki uç noktanın düzlemde (x,y) koordinatları yeterli olacaktır. Bu şekilde, bir 3D doğrunun iki tane düzlem ile parametrelendirilmesi yaklaşımı, "lumigraph ve light field rendering" sistemlerinde tercih edilir. 
Eğer olası tüm doğruları herhangi bir özel yönden bağımsız bir şekilde yansız olarak ifade etmek istersek, o zaman Plücker koordinatlarını kullanabiliriz. Plücker koordinatları, altı tane bağımsız eleman içeren 4 x 4 boyutlu skew simetrik matristir:
     (12)
Burada  ve  doğru üzerinde herhangi iki farklı noktadır. Bu ifadenin sadece dört tane serbestlik derecesi vardır. Çünkü L homojen bir matristir ve det(L)=0 şartını sağlar. Bunun sonucu olarak da, Plücker koordinatları üzerinde otomatik olarak bir kuadratik koşul empoze edilmiş olunur. 
Pratikte bir çok uygulama için minimal ifade temel şart değildir. 3D doğrular için yeterli model, bu doğruların sadece yönlerinin bilinmesiyle kurulabilir. Örneğin mimaride ilk başta sadece yönler yeterli olur.  İleriki bir zamanda ölçek gerekebilir. Sadece yönlerin kestirimi ile doğru üzerinde görünen bir nokta ve kestirilen yön doğruların ifadesi için yeterli olmuş olur. Eğer görünen iki nokta varsa pek tabii ki uç nokta ifadesi de kullanılabilir. 
2. Geometrik İlkeller ve Dönüşümler
2.1.) 2D Dönüşümler
Öteleme(Translation): 2D ötelemeler  veya
     (2.1)
şeklinde yazılabilir. Burada I,  boyutlu birim matristir. (2.1) ifadesi;
   (2.2)
şeklinde de yazılabilir. Burada , sıfır vektörüdür. (2.1) gösterimi,  boyutlu matris ile daha kompakt bir gösterimdir. Halbu ki,  boyutlu full rank matris ile yani,  satırı eklenerek elde edilen (2.2) ifadesinde dönüşümleri, zincirleme matris çarpımları şeklinde ifade etmek mümkün olur. (2.2)'de  ve  vektörleri, genişletilmiş vektörlerdir. Bu genişletilmiş vektörler de istenildiğinde, tam homojen vektör  ve  ile değiştirilebilir. 
Dönme + Öteleme (Rotation + Translation): Bu dönüşüm, 2D katı cisim hareketi (rigid body motion) olarak da bilinir. Bu dönüşüme "2D Euclidean dönüşümü" de denir. Çünkü Euclides uzaklıkları korunur. Bu dönüşüm  şeklinde yazılabilir. Ya da;
            (2.3)
şeklinde de ifade edilebilir. Burada,
     (2.4)
ortogonal matrisidir ve  ve 'dir. 
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Şekil 3: Temel 2D dönüşümler kümesi.
Ölçekli Dönme (Scaled Rotation): Benzerlik dönüşümü (similarity transformation) olarak da bilinir.  şeklinde yazılabilir. Burada , keyfi bir ölçek faktörüdür. Bu dönüşüm, 
      ( 2.5)
şeklinde de yazılabilir. Burada 'dir. Yani benzerlik dönüşümü, açıları korur.         
Affine Dönüşümü:    şeklinde yazılır.  keyfi bir  boyutlu matristir. Yani,
           (2.6)
şeklindedir. Paralel doğrular affine dönüşümü altında paralel kalırlar. 
 Projektif Dönüşüm: Perspektif dönüşüm veya homografi olarak da bilinir ve homojen koordinatlarla uygulanan bir dönüşümdür. 
     (2.7)
şeklinde gösterilir ve ,  boyutlu keyfi bir matristir. Dikkat edilirse  matrisi homojendir. Yani, sadece keyfi bir ölçek ile tanımlıdır. Ayrıca, herhangi iki  matrisi eğer sadece ölçek yönünden farklıysa, bu iki matrisi "eşdeğerdir" deriz. Sonuç homojen koordinat , homojen olmayan Euclidean koordinatları elde etmek için normalize edilmelidir. Yani;
  ve            (2.8)
şeklinde normalize edilmelidir. Projektif dönüşümler doğruları korur. Yani, dönüşümden sonra doğrular, yine doğru olarak kalır. 
Co-vectors: Yukarıdaki dönüşümler, 2D düzlemdeki noktaları dönüştürmek için kullanıldıkları gibi, aynı şekilde doğrudan bir doğru denklemini dönüştürmek için de kullanılabilirler.  homojen denklemini düşünelim. Eğer  dönüşümünü yaparsak şunu elde ederiz:
        (2.9)
Yani,   'dir. Buna göre, projektif dönüşümün 2D normal veya 3D normal gibi bir co-vector üzerine etkisi, matrisin transpozesinin tersi ile ifade edilir ve bu da  'nin adjointidir. Çünkü, projektif dönüşüm matrisleri homojendir. 
Yukarıdaki dönüşümler en sık kullanılan dönüşümler olsa da, bazen aşağıdaki dönüşümler de kullanılır.
Stretch/Squash (Germe/Büzme): Bu dönüşüm, bir görüntünün basıklık oranını (aspect ratio) değiştirir. 


Bu ifadeler afin dönüşümünün özel bir halidir. Ancak bu ifadeler, dönüşüm gruplarına girmezler. 
Düzlemsel Yüzey Akışı (Planar Surface Flow): 8 parametreli bir dönüşümdür. 


şeklindedir ve düzlem yüzey küçük bir 3D düzlemsel hareket yaptığında, bu hareketi ifade etmek için kullanılır. Bu ifadenin çekici yanı,  hareket parametrelerine göre doğrusal olmasıdır. Genellikle gerçek problemlerde bu parametrelerin hesaplanması gerekir. 
Bilinear Interpolant: 8 parametreli bir dönüşümdür.  


şeklindedir. Bu denklemler, bir hareket nedeniyle oluşan deformasyonları enterpole etmek için kullanılır. Bunun için bir karenin dört köşesinin hareket ettiği varsayılır. Dört noktanın aynı doğru üzerinde bulunmaması gerekir. 
2.2.) 3D Dönüşümler
3D koordinat dönüşümleri kümesi de 2D dönüşümlere benzer. 2D'de olduğu gibi, 3D'de de hiyerarşik grup oluştururlar. Tablo 1'de özet olarak 3D dönüşüm hiyerarşisi gösterilmiştir. 
Tablo.1: 3D koordinat dönüşümlerinin hiyerarşisi. [0T 1] satırı eklenerek 4 x 4 homojen matrisler elde edilmiştir. 
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Öteleme:             veya
                                 (3.1) 
şeklinde yazılır. I,  boyutlu birim matristir. 
Öteleme + Dönme: 3B katı cisim dönüşümü olarak da adlandırılır. Bu dönüşüme 3D Euclidean dönüşümü denir.  veya
     (3.2)
şeklinde ifade edilir. R,  boyutlu ortonormal matristir.  ve 'dir. Bazen rigid body hareketi, 
   (3.3) 
şeklinde yazmak uygun olur. Burada , dönme merkezidir,(örneğin kameranın izdüşüm merkezi). 3B dönüşümleri kompakt bir şekilde parametrelendirmek kolay değildir. Bunu ileride açıklayacağız. 
Ölçekli Dönme (Scaled Rotation):  3D benzerlik dönüşümü,     şeklinde ifade edilir. s, keyfi bir ölçektir. Bu ifade yi,
     (3.4)
şeklinde de yazabiliriz. Bu dönüşüm, doğrular ve düzlemler arasındaki açıları korur. 
Afin Dönüşümü: Afin dönüşümü,  şeklinde yazılabilir. A matrisi  boyutludur. Yani,
     (3.5)
şeklindedir. Dönüşümden sonra paralel doğrular korunur. 
Projektif: Bu dönüşüm, 3D perspektif dönüşüm, homografi veya co-lineation olarak da bilinir ve homojen koordinatlarla çalışır. 
       (3.6)
Burada , herhangi bir  boyutlu matristir. 2D'de olduğu gibi sonuç  koordinatı, homojen olmayan  koordinatının elde edilmesi için normalize edilmelidir. Dönüşümden sonra doğrular korunur. 
4. 3D Dönmeler   
2D ve 3D koordinat dönüşümleri arasındaki en büyük fark, 3D dönme matrisinin kolayca ifade edilememesi problemidir. 
Euler Açıları: Bir dönme matrisi, koordinat eksenleri etrafındaki 3 tane ardışık dönmenin çarpımı şeklinde ifade edilebilir. Örneğin x,y,z eksenleri etrafında üç ayrı dönmenin çarpımı olabileceği gibi x,y,x etrafında vb. şeklinde de olabilir. Bu yaklaşım genellikle kötü bir yaklaşımdır. Çünkü sonuçlar, seçilen dönme eksenlerinin sırasına göre değişir. Daha da kötüsü, Euler açılarındaki çok küçük bir değişim, çok büyük bir dönme meydana getirebilir ve bunun miktarını önceden belirlemek olanaksızdır. Bu nedenle, bu lisansüstü dersimizde Euler açılarıyla dönmeyi ele almayacağız. (Lisans derslerinde Euler açılarını ele almıştık). 
Eksen-Açı Dönmesi (Exponential Twist): Bir dönme,  dönme ekseni ve θ dönme açısı ile ifade edilebilir. Bu dönme, eşdeğer olarak bir 3D vektörle  şeklinde de yazılır. Şekil 4'de böyle bir eşdeğer dönme ifadesinin nasıl hesaplanacağı gösterilmiştir.





Şekil 4:  ekseni etrafında  vektörünün  açısı kadar döndürülmesi. 
(Dönen  vektörü,  konumuna gelmiştir.

Önce  vektörünü  dönme eksenine projekte edelim. Yani;
      (4.1)
elde edilir. Bu  bileşeni,  'ye paralel bileşendir ve dönmeden etkilenmez. Sonra, 'nin    'ye dik bileşenini hesaplayalım. Yani;
    (4.2) olur.
Bu  vektörünü 900 döndürmek için vektörel çarpımı kullanabiliriz. 
   (4.3)
Burada , vektörel çarpım operatörünün (ya da çapraz çarpım operatörünün) vektörüne uygulanmış hali olsun. Daha açık bir ifadeyle;
    (4.4)
olsun. Dikkat edilirse bu matris, basık simetrik (skew symmetric) matristir. Şimdi aynı  vektörünü ikinci kez 900 daha döndürmek için tekrar eşdeğer vektörel çarpımı yaparız. Yani;
     (4.5)
elde edilir. Burada , 1800 döndüğü için sonuç  olmuştur. Buradan da artık şunu yazabiliriz: 
 ,
şimdi buradan dönmüş vektör 'nun düzlemdeki (dönme düzlemindeki) bileşenini hesaplayabiliriz. Bunu şöyle yaparız: 
   
Tüm terimleri yerine koyarsak, sonuç dönmüş  vektörünü elde ederiz. Yani; 
     (4.6)
Bu nedenle,  ekseni etrafındaki  kadar dönmeyi matris şeklinde şöyle yazabiliriz:
     (4.7)
Bu son ifadeye "Rodriguez formülü" denir.
  ekseninin  açısı ile çarpımı olan ifadesi, 3D dönme olayının minimal ifadesidir. 900 ve tam katı olan dönmeler,  açısı derece cinsinden alınırsa tam olarak ifade edilebilir ve bunların tem matris temsili de mümkündür. Ancak bu temsil tek anlamlı değildir. Çünkü her zaman 3600 veya  radyan ekleyerek aynı dönmeyi elde edebiliriz. Benzer şekilde;  ve 'da aynı dönmeyi ifade eder. 
 Bu olumsuzluklara rağmen, küçük dönüklükler için (örneğin dönüklük açılarına getirilecek düzeltmeler için) bu ifade çok yararlıdır. Özel olarak, ardışık gerçekleşen küçük dönüklükler için (robot kolu hareketi gibi),  radyan biriminde alınırsa, Rodriguez formülü çok basitleşir:
   (4.8)
Bu son bağıntı,  ve  dönme parametreleri arasında çok güzel lineer bir ilişki sağlar. Ayrıca, şeklinde de yazabiliriz ve bu son ifade,  'nin 'ya göre türevini hesaplamak gerektiğinde çok yararlıdır:
     (4.9)
Sonlu bir açıyla dönme olayının bir başka ifadesi de "üstel burulma/exponential twist" olarak adlandırılır. Bir  açısı kadar dönme,  açısıyla peşpeşe k tane dönmeye ( karşılık gelir.  Yani;
   (4.10)
Eğer matris üssünü Taylor serisine açarsak (Bunun için  özdeşliğini kullanır ve 'yı radyan cinsinden alırsak);


      (4.11)
elde edilir ve bu da Rodriguez formülüdür.
5. Birim Kuaternionlar (Unit Quaternions)
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)Birim kuaternion temsili, eksen/açı temsili ile yakından ilişkilidir. Bir birim kuaternion, birim uzunluğa sahip (uzunluğu 1 birim olan) 4-boyutlu bir vektördür.  veya  şeklinde gösterilir. Birim kuaternionlar,  birim küresinde yaşarlar ve antipodal (zıt kutuplardaki) kuaternionlar  ve  aynı dönmeyi ifade ederler, (şekil 5). 


 


 Şekil 5: Birim kuaternionlar, yarıçapı olan birim küre üzerinde tanımlıdırlar. Şekil, ve  kuaternionlarına giden yumuşak/smooth/sürekli yörüngeyi göstermektedir. Antipodal  ve  noktaları, aynı  dönmesini tanımlar.
Bu çift/dual belirsizlik haricinde, birim kuaternion gösterimi, aynı tek anlamlı dönme olayını temsil eder. Bu gösterim süreklidir de. Yani, dönme matrisleri  sürekli olarak değişir. Bu sayede, kuaternion küresinde, başlangıç 'a dönmeden önce olası tüm küre üzerinde gezinti yolları kesintisiz tanımlanabilir. Bu muhteşem özelliği nedeniyle, kuaternionlar poz kestirimi ve poz enterpolasyonu için çok popüler kullanıma sahiptir. 
Kuaternionlar, eksen/açı formülünden türetilebilir. Bunun için 
      (4.12)
formülü ile başlarız. Burada  ve  sırasıyla dönme ekseni ve dönme açısıdır.  ve  trigonometrik özdeşlikleri kullanılarak, Rodriguez formülleri şu hale dönüştürülebilir: 

      (4.13)
Bu ifade, bir  vektörünü bir kuaternion ile çapraz çarpımlar serisi şeklinde döndürmeyi sağlayan basit ve hızlı bir yol/yöntem sunar.  için (x,y,z,w)'nın fonksiyonu olan bir formül elde etmek için önce şunları hatırlayalım: 
 olur.
Buradan da;
    (4.14)
Köşegen terimler,  yerine ) vb. konarak daha simetrik bir gösterim elde edilebilir. 
Birim kuaternionların en güzel özelliği, birim kuaternionlar şeklinde ifade edilen dönüşümlerin bileşkelerini bulmak için çok basit bir cebir sağlıyor olmalarıdır.  ve  şeklinde verilen iki kuaternion için "kuaternion çarpma" operatörü tanımlanır: 
      (4.15)
 özelliği ile birlikte tanımlanır. Kuaternion çarpımının değişme özelliği yoktur. 3D dönmeler ve matris çarpımları da zaten böyledir. 
